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Uloha S1: Planik Temnosklabu — Opravoval Matej ,,Hovorca® Hrmo

Toto poschodie vdzenia sa skladalo z chodieb, ktoré tvorili strany a uhlopriecky
konvexného Stvoruholnika. Chodby na obvode boli potiahnuté zelenym kobercom,
uhloprie¢kové zasa ¢ervenym. Tomas si viimol, 7e celkova dizka ¢erveného koberca bola
mensia ako celkové dizka zeleného koberca. Plati to viak pre kaidy konvexny
$tvoruholnik? Nezabudni svoje rieSenie zddvodnit. Poznamka: Konvexny $tvoruholnik
je taky Stvoruholnik, ktorého vsetky vnutorné uhly si mensie ako 180°.

Vdzenie sa skladd z chodieb, ktoré tvoria strany a uhlopriecky konvexného Stvoruholnika.
Oznacme si vrcholy tohto Stvoruholnika ABCD. Strany Stvoruholnika nech maju velkosti
a, b, c, d a uhlopriecky nech maju velkosti e a f tak, ako na obrazku:

B

Chceme ukazaf, 7e obvod tohto $tvoruholnika (sucet dizok jeho stran) je vidy va&si,
nes stcet dizok uhloprie¢ok. Chceme teda ukézat, 7e platia + b + ¢ +d > e + f. Vidime,
Ze uhlopriecky a strany Stvoruholnika ABCD tvoria 4 trojuholniky, konkrétne: A ABC, A BCD,
A CDA a ADAB. KedZe ide o trojuholniky, musi pre ne platit trojuholnikova nerovnost.
T4 hovori, Ze sucet dizok dvoch stran trojuholnika musi byt vidy vacsi, ako dizka tretej
strany. Pozrime sa, ¢o ako vyzeraju trojuholnikové nerovnosti pre spominané trojuholniky:

A ABC ma strany dizok a, b a e. Musi teda platit a + b > e.
A BCD ma strany dizok b, c a f. Musi teda platit b + ¢ > f.
A CDA mé strany dizok ¢, d a e. Musi teda platit ¢ + d > e.
A DAB mé strany dizok d, a a f. Musi teda platit d + a > f.
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Ked tieto nerovnosti sCitame, dostaneme 2a + 2b + 2¢ + 2d > 2e + 2f. Po vydeleni
pravej a lavej strany dvomi dostdvame nerovnost a+ b+ c+d > e + f. Ato je presne
to, ¢o sme chceli ukazat. Cize pre kazdy konvexny $tvoruholnik kvoli trojuholnikovej
nerovnosti plati, Ze jeho obvod je vadsi ako stcet dizok jeho uhloprie¢ok.

Bodovanie:

ukazanie, Ze uhlopriecky a strany Stvoruholnika tvoria trojuholniky A ABC, A BCD, A CDA
aADAB - 2,5b.; ukdzanie a zostavenie trojuholnikovych nerovnosti — 2b.; ukdazanie
platnosti tvrdenia —0,5b.

Uloha S2: Skladovanie vybusniny — Opravoval Miroslav ,,Myrec” Bald#
Kombinator bol rozdeleny do malych kociek s rozmermi 1 x1 x 1 cm. Pred vstupom do
Temnosklabu boli uskladnené v krabici s vyskou 1 cm a Stvorcovou podstavou, pricom
tato krabica nimi bola Uplne naplnena. Aby vsak unikli zraku dozorcov, premiestnili ich
vsetky do dvoch krabic ktoré sa dali lepsie schovat: modrej v tvare kvadra s rozmermi
1x1 x2 cm a Cervenej v tvare hranola s podstavou 2 x 2 cm. Modru krabicu pritom
zaplnili cell (teda dali do nej dve kocky). Dokazte, Ze nech boli strana podstavy
povodnej krabice a vySka cervenej krabice akékolvek, po preloZzeni vsetkych kociek
nebola Eervena krabica zaplnena cela (este by sa do nej dali naukladat nejaké kocky).

V zadani sa piSe, Zze mame kocky 1 X 1 X 1, ktoré boli najprv ulozené v skatuli s rozmerom
1 X A X A. Nevieme sice presny rozmer, ale vieme, Ze bola Stvorcova, a Ze bola naplnend
do plna. Takze kociek v nej bolo A - A.

Potom to preukladali do Skatule 2 X 2 X B (Cervenej) a este dve kococky do 1 x 1 x 2
(modrej). Ak by teda boli aj tieto skatule pIné, bolo by kociek 4 - B + 2. Ak by sme ale na
¢ervenej mali nekompletné poschodie, tak by sa pocet kociek nedal zapisat ako 4 - B + 2.

A to mame dokazat, i existuje taky pocet kociek, ktory sa da zapisat aj ako A - A (je druhou
mocninou nejakého cisla) ajako 4 - B + 2.

Ak je A nepdrne, tak aj A - A je nepdrne. LenZe 4 - B + 2 je vidy parne, takZe takto to
nepojde.

Co ak by bolo A parne? To vyzera nadejnejsie. Ale len na prvy pohlad. Kazdé parne ¢&islo
vieme napisat ako 2-krat-nieco, teda A = 2m. Potom ale A-A=2m-2m=4-m-m.
Opéat chceme, aby sa to rovnalo 4 - B + 2. NapiSeme sirovnost 4-m-m =4-B + 2.

Lava strana tejto rovnice je delitelnd Styrmi, prava zjavne nie (dava zvysok 2). To ale
znamena, Ze takato rovnost nikdy nemdze platit. Ukazali sme, Ze neexistuje &islo, ktoré by
sa dalo zapisat aj ako A - A aj ako 4 - B + 2. To znamend, Ze neexistuje taky pocet kociek,
ktorym by sme vedeli zaplnit doplna aj Stvorcovu krabicu, aj modru s ¢ervenou dokopy.

Bodovanie:

za pochopenie, ¢o vlastne treba ukazat — 1b.; ak ste napisali spravnu rovnicu, alebo ste ju
slovne opisali — 1b.; ak ste rozdelili priklad na parne a neparne A — 1b.; za vyrieSenie rovnice
pre neparne A — 1b.; za vyrieSenie rovnice pre parne A — 1b.



Uloha S3: Straznici — Opravovali Adam ,,Santa” Sénta
Tomds Ganz a Erik Rehulka

Vo vazeni pracovali fudski a roboticki straznici. Straznici boli zavreti v operacnej
miestnosti, kde sa pozerali na obrazovky. Kazdu obrazovku sledoval prave jeden straznik.
Kazdy straznik pritom sledoval rovnako vela obrazoviek ako lubovolny iny straznik.
Ked' sa obmedzoval rozpocet vazenia, 10 straznikov dostalo vypoved' a ich obrazovky si
rovnomerne rozdelili ostatni straznici, pricom kazdy strazil o 1 obrazovku viac. Po par
tyzdnioch vsak prisla epidémia pocitacového virusu a vsetkych 15 robotickych straznikov
prestalo fungovat. Ich obrazovky si ludski kolegovia opéat rozdelili rovnomerne, takze
kazdému pribudli 3 obrazovky na strazenie. Kolko straznikov bolo vo vazeni na zaciatku
a kol'ko teraz?

Zakladnym faktom, ktory si musime uvedomit je, Ze pocet obrazoviek sa nemeni.
Na zaciatku mame n straznikov a kazdy strdzi A obrazoviek. PretoZe plati, Ze pocet
obrazoviek je vidy pocet pracovnikov krat pocet obrazoviek, ktoré sleduje jeden
pracovnik, celkovy pocet obrazoviek bude n - A.

Pozrime sa na situaciu po prvom prepustani. Ak sme 10 straznikov prepustili, zostalo ndm
ich n — 10. Zo zadania vyplyva, Ze kazdy straznik po prvom prepustani strazi o jednu
obrazovku viac, teda A + 1 obrazoviek. PretozZe sa vsak celkovy pocet obrazoviek nezmenil,
mbzeme zapisat do rovnosti pocet obrazoviek pred prepustanim a po fiom:

n-A=m-10)-(A+1)

Po dalsom prepustani sa ndm pocet pracovnikov zmensil na (n —10) — 15 =n — 25
straznikov. Kazdy z nich bude mat o 3 obrazovky viac, ako po prvom prepustani, takze strazi
(A + 1) + 3 = A + 4 obrazovky. Polet obrazoviek sa stile nemeni, takZe sa bude rovnat
poctu obrazoviek na zaciatku (a aj po¢tu obrazoviek po prvom prepustani).

n-A=m-—25)-(A+4)

Z uvedenych rovnic mdzeme zostavit sistavu dvoch rovnic s dvomi neznamymi, ktord uz
jednoducho vyrieSime. Napriklad takto:

n-A=m-10)-(4+1) n-A=m—-25)-(A+4)
nA=n-A+n—-10-4-10 n-A=n-4A+4-n—25-4A-100
0=n—-10-4—-10 /- (—4) 0=4-n—-25-4A-100

0=—4-n+40-4+40
Scitanim zvyraznenych rovnic dostavame:

0=4-n—25-4-100
0=—-4-n+40-A4+ 40
0=15-4-60
15-4A=60
A=14

Dosadenim tejto hodnoty do jednej z rovnic pre pocet obrazoviek, uvedenych na zaciatku,
dostaneme:



n-A=mn-10)-(A+1) n-A=Mm-25)-(4A+4)
4-n=5-(n-10) 4-n=8-(n-25)
4-n=5-n-50 4-n=8-n-200
n=>50 n=>50

KedZe bolo dokopy prepustenych 10 + 15 = 25 straznikov, na konci nam ich zostane
50 — 25 = 25 straznikov.

Bodovanie:
za fakt, Ze pocet obrazoviek sa nemeni — 2b.; za logickd a numerickd spravnost rovnic — 2b.;
za spravny vysledok — 1b.

Uloha S4: Otvaranie ciel — Opravovali Ludmila ,Ludka” Simkovd

Martin ,,Panda” Svetlik
Vo vazeni bolo 1000 ciel, ktoré boli ocislované ¢islami 1, 2, 3, 4, ..., 1000. Neznamy chcel
otvorit iba cely s takymi ¢islami, aby sa ani jedno z ¢isel zatvorenych ciel nerovnalo sucinu
inych dvoch ¢&isel zatvorenych ciel. Kolko najmenej ciel musel neznamy otvorit? Akym
spdsobom to mohol urobit?

V tejto ulohe ste mali vyhraté, ak ste si uvedomili, Ze ked’ mame trojicu Cisel {X, Y, X-Y}
(napriklad {5, 9, 45}) tak z takejto trojice musime aspori jedny dvere otvorit. Zoberme si
teraz Cislo 2. To sa nachadza v skoro 500 takychto trojiciach — {2, 3, 6}, {2, 4, 8},
{2, 5, 10},...{2, 500, 1000}.

Ak by sme teda neotvorili dvere ¢.2, museli by sme otvorit z kazdej z tych trojic niektoré iné
dvere. Ano, ak by sme otvorili dvere ¢&.6, vyriesili by sme tym aj trojicu {2, 3, 6} aj {2, 6, 12},
ale stale by sme museli otvorit vy$e 250 dveri (cca 500 trojic, a jednymi dverami vyrie$im
najviac dve z nich). TakZe asi sa nam oplati otvorit dvere ¢. 2.

Podobnu Gvahu vieme spravit pre ¢isla 3, 4, 5, 6...

Okej, ale to by sme vedeli podobnu Uvahu spravit pre kazdé ¢islo, niekde musime prestat.
Predstavme si, Ze uz sme otvorili vietky malé ¢isla a sme pri Cisle 30. UZ s nim mame len
trojice {30, 31, 930}, {30, 32, 960}, {30, 33, 990}. Vacsie nasobky 30 uz nie su cisla do 1000,
takZe také dvere nemame. Otvorime aj dvere Cislo 30 — stdle je to lepsie ako otvorit 3 iné
dvere z tych troch trojic. Ideme na 31. Mdme s nim uZ len jednu moznu trojicu {31, 32,
992}. Z tejto uzZ je teda jedno, ktoré dvere otvorime. Tak napriklad otvorime dvere 31.
Potom nam ostali ndm uz len dvere, z ktorych kazda dvojica ma stcin vacsi ako 1000, takze
k nej urcite nemame tretie dvere. A to sme chceli.

ESte nam ostala jednotka, ktord mézeme nechat zatvorenu, lebo suéin musia tvorit troje
dvere, a kazdé dvere maju iné Cislo, takze trojica {1, X, X} neexistuje.

Otvorili sme teda dvere od 2 po 30 (29 kusov) + ktorékolvek z trojice {31, 32, 992} — teda
spolu 30 dveri.

Bodovanie:

2 body sa dali ziskat za spOsob zaloZzeny na prvodislach azloZzenych &islach (ktory sice
vacsinou fungoval, ale otvorili ste privela dveri) 4 body ste mohli ziskat za sp6sob, kde
otvarame dvere od najmensich Cisel aZz po hranicu 31. V oboch pripadoch bola vécsia ¢ast
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bodov za vysvetlenie tohto spésobu a mensia za vyrieSenie dveri Cislo 1. Zvy3ny bod ste
mobhli ziskat za dokaz, preco to na menej otvorenych dveri nejde.

Uloha S5: Vychod — Opravoval Juraj ,Juro” Pavlovic¢
Na ovlddacom paneli bol Stvorec 6x6 rozdeleny
na Stvoréeky 1x 1. Mozeme nan lubovolne umiestriovat
Gtvary — obdiZniky ¢i $tvorce s dizkami stran 1, 2, 3, 4, 5
alebo 6. NeméZeme umiestnit dva Utvary s rovnakymi
dizkami stran (napriklad ak pouzijeme obdiznik 2 x 3, dalsi
2 x 3 ani 3 x 2 nemdzeme pouzit, ale napriklad 6 x 1 alebo
2x2 ano). Cielom je pozakryvat cely pdvodny Stvorec
aspon dvoma Utvarmi. Aky je najmensi moiny rozdiel
obsahov najvic¢Sieho a najmensieho pouzitého utvaru?
Nezabudni pre tento rozdiel dokazat, Ze je najmensi moZny a najst konkrétny priklad
rozmiestnenia uUtvarov. Pozndmka: Pre priklad na obrazku je rozdiel najvacsieho
a najmensieho Utvaru: 3x6—-2x2=18-4=14.
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Najprv si vypiSme, aké rozmery Uutvarov vbbec
prichddzaji do uvahy — Tab. 1. Zo spo6sobu
usporiadania tabulky je zrejmé, Ze (ako prikazuje
zadanie) sme Ziaden Utvar nevynechali a ani sa nam
Ziaden neopakuje. Obsahy tychto 21 utvarov su: 1, 2,
3,4,4,5,6,6,8,9, 10, 12, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25,
30, 36. Iba obsahy 4, 6 a 12 sa vyskytli kazdy dvakrat,
ostatné su zastupené kazdy iba raz.

1x1, 1x2, 1x3, 1x4, 1x5, 1x6;
2x2, 2x3, 2x4, 2x5, 2x6;

3x3, 3x4, 3x5, 3x6;

4x4, 45, 4x6;

5x5, 5x6;

Tab. 1 6x6;

Celkova plocha, ktoru potrebujeme zakryt, je 6x6 = 36 $tvoréekov. Pdjdeme na to
postupne od najvacsich Utvarov a vzidy sa budeme zaujimat o situdaciu v takomto tvare...

€o keby bol 36 najvicsim pouzitym Gtvarom? Zakryl by cell plochu a neostalo by miesto
pre ziaden dalsi, hoci zadanie si pyta aspori dva utvary. Takze Utvar 36 nepouzijeme.

€o keby bol 30 najviésim pouzitym Gtvarom? Ostalo by 6 poli¢ok, takie najmensi rozdiel
medzi najvacsim a najmensim Utvarom by mohol byt 30-6=24. Ak neskér najdeme pripad
s mensim rozdielom ako 24, bude to znamenat, Ze tuto moznost treba tiez vylucit.

vV s

€o keby bol 25 najviésim pouzitym Gtvarom? Ostavalo by 11 poli¢ok, ktoré vieme
zakryt ako 6+5, takZze najmensi rozdiel by mohol byt 25-5=20. To je menej ako 24, takze
predosly utvar (30) tiez vylu€ujeme. Bolo sice viac moznosti, ako zakryt 11 poli¢ok (napr.
1+4+6), nas vsak vidy zaujima pripad, ktory pouziva ¢o najmenej Utvarov s ¢o najviac
podobnymi obsahmi. PretoZe ¢im je Utvarov viac, tym mensi musi byt ten celkom
najmensi (a tym vacsi bude rozdiel medzi nim a tym najvacsim).

€o keby bol 24 najvi¢sim pouzitym Gtvarom? Zvy$nych 12 poli¢ok by sa dalo vyplnit
jedinym uUtvarom a rozdiel by bol 24-12=12. Vylucujeme teda predosly utvar 25.

€o keby bol 20 najvicsim pouzitym Gtvarom? Zvyinych 16 policok nemézeme vyplnit

ako 8+8, pretoze mame kdispozicii iba jeden Utvar sobsahom 8. Dalsia najlepsia

moznost (,najlepsia“ = vyuZivajlca iba 2 Utvary s ¢o najpodobnejsim obsahom) je 10+6.

TakZze v tomto pripade mame najmensi rozdiel 20-6=14. Keby sme pouZili az 3 dalsie
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utvary, museli by to byt 6+6+4, ¢o je horsia moznost ako 10+6. KaZzdopadne sme nenasli
lepsiu moznost ako bola predosla s rozdielom 12.

€o keby bol 18 najvacsim pouzitym Gtvarom? Zvysnych 18 poli¢ok sa d4 dvoma Gtvarmi
najlepsie vyplnit ako 10+8, teda s rozdielom 18-8=10. Troma Utvarmi by to bolo uZ iba
horsie — keby sa aj dalo mat 6+6+6 (Co sa neda), stéle by to znamenalo rozdiel 18—6=12.

vvs

Co keby bol 16 najviésim pouzitym Gtvarom? Zvydnych 20 poli¢ok sa da vyplnit dvoma
utvarmi ako 12+8, ¢o znamend rozdiel 16-8=8. Doposial najlepsi vysledok, vsetky
predoslé moznosti mézeme vyludit. Tri dtvary by museli byt 6+6+8, ¢o je horSia moznost.

Co keby bol 15 najvdésim pouZitym utvarom? Tu sa musime u? zapodievat aj
konkrétnym umiestfiovanim Utvarov. Utvar 15 ma vjednom rozmere 5 poli¢ok, ¢o
znamen3, Ze niekde na ovladacom paneli musi ostat priestor so Sirkou 1 policko. Na jeho
vyplnenie budeme preto urcite potrebovat Gtvar s rozmerom 1, takZe 1x6 alebo este
mensi. Tym padom najmensi rozdiel bude 15-6=9 (alebo este vacsi). ,,Neporazili“ sme
predosli moznost (rozdiel 8), preto Utvar 15 vyluéujeme.

€o keby bol 12 najva¢éim pouzitym Gtvarom? Na zvysnych 24 poli¢ok uz ndm dva Gtvary
nebudu stacit (museli by byt 12+12, ale také nemame 3 naraz k dispozicii), potrebujeme
tri. NajlepSou moZnostou je 10+8+6, alebo 12+6+6, obe srozdielom 12—6=6. Novy
najmensi rozdiel!

€o keby bol 10 najvié$im pouzitym Gtvarom? Tri najblizéie mensie Gtvary s 9+8+6, ¢o
nestaci na zakrytie 26 poli¢ok, takZze budeme potrebovat aspori 4 Gtvary. Ako najlepsiu
moznost ndjdeme 9+8+5+4=26, ¢o znamena rozdiel 10-5=5.

€o keby bol 9 najviésim pouzitym Gtvarom? Aj tu najdeme najlep$iu moznost, ako
zakryt zvy$nych 27 poli¢ok: 846+5+4+4=27, o znamena rozdiel 9-4=5.

€o keby bol 8 najvacsim pouzitym Gtvarom? Zase najlepsia moznost pre zvy$nych 28
policok (6+6+5+4+4+3=28) ndm da ten isty rozdiel 8—3=5.

Utvar 6 ani Ziaden mensi uz nemdze byt najvacdim pouzitym, lebo aj keby sme pousili
vetky nizsie, nestacilo by to na zakrytie 36 policok (6+6+5+4+4+3+2+1=31).

Na zaver je nutné este overit, ¢i sa da aspori jedna z hore uvedenych moznosti (s rozdielom
5) redlne poukladat do Stvorca 6x6. Tento posledny krok ponechdvam na ditatela,
v skutoénosti sa daju usporiadat vietky 3 mozZnosti: 8+6+6+5+4+4+3, alebo 10+9+6+6+5,
alebo 9+8+6+5+4+4.

Bodovanie:
akykolvek spravny dékaz, preco je rozdiel 5 najmensi mozny — 5b.; rozdiel 6 — max 3b.;
rozdiel 8 — max 2b.

p-mat

Organizator koreSpondencného
seminara Pikomat
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