Bodovanie:

omyl v oznaceni policok za ,parne” a ,nepdrne” (pozor: prvy hrac v prvom tahu taha na
druhé, teda parne, policko) so spravnym dalSim postupom, iba opacnou odpovedou —
minus 1b.; predpoklad, Ze sa urcite poutzije vSetkych 64 policok — max. 3b.;

Priklad S5: Hodiny. Opravovala Janka Stolcovd.

Chceme pocut 700 uderov zvonov. Skisme najprv spocitat, kolko uderov budeme
pocut za 12 hodin, kedZe kazdych 12 hodin sa situacia opakuje. Maly zvon udrie o Stvrt
jedenkrat, o pol dvakrat, o triStvrte trikrat a o celej hodine Styrikrat. Teda kazdu hodinu
10 uderov malého zvonu, za 12 hodin je to 10x12=120 uderov malého zvonu. Velky zvon
o kazdej celej hodine udrie prislusny pocet raz. Takze za 12 hodin poujeme 1+2 +3 +4
+5+6+7+8+9+ 10+ 11 + 12 = 78 uderov velkého zvonu. Spolu je to teda 120 + 78 =
198 uderov za 12 hodin.

Teraz si vSimneme, Ze do 700 sa 12-hodinovy interval zmesti trikrat, 3x198=594.
Takze po 36 hodinach vysedavania pod vezou nam chyba uz iba 106 uderov! Tu uz zalezi
na tom, vakom konkrétnom ¢ase budeme pocuvat. Po 36 hodindch uzZ nas to ale fakt
nebavi, takZze chceme pocut ¢o najviac iderov za malo ¢asu. Preto sa nam oplati byt pod
vezou €o najviackrat o 12. Po dvanastej nasleduje 1, ¢o je velmi malé Cislo (malo uderov),
a tak je Sikovné byt pod veZou prave do dvanastej — vypocujeme si zvony o 12. a odideme
(sa konecne vyspat). Pred 36 hodinami bolo 12, ale to odbijanie sme do tych 594 Gderov
sme este neratali. TakZe by sme tam mali byt este trosku skér.

Od 11. (bez zaratania odbijania 4+11) do 12 zazneju zvony 22-krat. Od 10. do 11. je
to 10+11=21-krat. Od 9. do 10. — 10+10=20-krat. Od 8. do 9. — 10+9=19-krat. Od 7. do 8.
— 10+8=18-krat. Toto je spolu 100 uderov, ak prideme o 7. a nezaratame odbijanie 4+7.
Akonahle pripocitame tychto 7+4=11 uderov, prekroc¢ime Cislo 106. Takze pod hodinami
musime byt tesne pred 7. a odist mdzeme po vyse jeden a pol dni tesne po 12. Tym
padom tam musime stravit 5+36 = 41 hodin.

Bodovanie:
vSetky strhnutia bodov st odévodnené priamo v rieSeni.

Pikomat bol podporovany Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade Zmluvy €.
LPP-0007-06.
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" Priklad S1: Kniha. Opravoval Peter ,Comp” AmbroZ.

V prvom rade zabudnite na vSetky predsudky o neparnych képkach, neparnom
pocte knih a o podobnych nesuvisiacich veciach. Podstata tohto problému tkvie v
delitelnosti ¢isel. Na zadiatok nemdzeme rozdelit Ziadnu képku a taktiez ich nemézeme
spojit vsetky 3, lebo by sme sa zabetdnovali.

Mame teda 3 moznosti, ktoré 2 kopky spojime dokopy. Zvolime si 49+51.
Dostaneme 2 kdpky po 100 a 5 knih. Stop! Ziadne dalsie rozdelovanie ani spajanie. Ideme
sa zamysliet a priklad riesit ,od konca” — k comu sa vlastne chceme dopracovat? Képky
velkosti 1. Ako ich dostaneme? Jedine rozpolenim dvojice. A tu ako dostaneme?
Rozpolenim 4 knih. A tie zasa rozpolenim 8 knih. Takto m6Zeme pokracovat mocninami
2-ky. Takéto pocty sa daju dosiahnut aj spojenim nejakych képok. O ¢o vsak ide, je spasna
predstava, zZe ak niekedy pocas nezdZivného spdjania a delenia képok prideme k poctu 2,
4, 8, 16, 32 alebo 64, mame istotu ziskania nejakych jednotiek.

Zivot je viak kruty, zviaZe ti ruky a na tieto magické pocty knih jednoducho neméame
$ancu narazit. Ked' sa totiZ vratime na zaciatok ku képkam 100 a 5, zbadame, Ze oba pocty
su delitelné 5. Preto operacia spojenia kdpok nam vzdy vrati képku delitelnd 5. Navyse
operacia rozdelenia kbpok nam tiez vrati obe kopky delitelné 5. Tato skutoc¢nost niektori
z vas postrehli. Co s tym? No to, Ze delenim a spajanim képok 100 a 5 budeme dostavat
vidy len kopky delitelné 5. Ziadna z mocnin 2-ky nema tdto vlastnost a preto sa ku
Ziadnej ani nedopracujeme.

Este ale nezUfame, lebo je tu neprebadand moznost zacat so 49+5 a teda vychadzat
z képok 54 a 51. Ked' ich vSak zbaddme, chlpy sa nam uz jeZia, lebo obe su delitelné 3.
Nech akokolvek aplikujeme 2 povolené operacie, ostant nam vzdy len Cisla delitelné 3. A
tak sa zasa ku 1-tke neprebojujeme. Nasa posledna nadej zhasne, ked skusime 5145 a
dostaneme kopky 56, 49. Trénované oko uz vidi, Ze su delitelné 7. Pozorny Citatel uz vie,
kde je problém. Vysledok: nedd sa tieto 3 képky rozdelit na 105 képok po 1 knihe.
Bodovanie:
slaby postup — 1 aZz 2b.; nestastnici, ktori sa pomylili v (takmer sprdvnom) vypocte a
vyhlasili, Ze to ide — 2.5b.; snaha o doklepnutie inak dobrého postupu, ale nevedeli ste
presne povedat, preco to nepdjde — 3b.; to isté, ak ste si navySe uvedomili, Ze je fajn
dostat sa na mocninu 2-ky — 4b.; vysvetlenie, pre¢o to nema rieSenie — 5b.



Poznamky:
,Skusal som to 2 hodiny a neslo to!” nie je vysvetlenie. A pre tych, ktori tvrdili, Ze

problém bol len v neparnosti vstupnych cisel a ich suctu, ponukam upravené zadanie s
kopkami 49, 51 a 7 knih, ktoré sa daju bez problémov rozdelit na 107 képok po 1.
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Priklad S2: Kralovsky matematik. Opravoval Martin ,,Panda” Svetlik.

Priklad nebol tazky, mnohi z vas nasli jeden z dvoch dékazov, ktoré
tu spomeniem. Ale podme pekne po poriadku. Ak mame dokazat, Ze
nieco plati pre lubovolny Stvoruholnik, tak nestaci, ze to dokazeme pre
nejaké Specidlne pripady (ako rovnoramenny lichobeznik, rovnobeznik A
a pod.). Mohlo by nas to zviest k nieComu, ¢o neplati vidy (napriklad, Ze
Stvoruholniky AMCN a MBND — budem ich znadit jeden hrubou ¢iarou p N Cc
a jeden vysrafovany — su zhodné, len zrkadlovo obratené — obr.1; alebo
Ze sU to rovnobeZniky srovnakou zadkladriou ivyskou — obr.2) V
pripadoch na tychto obrazkoch to sice plati, ale neplati to vidy. Atak A M B
nam stale ostdva dokazat to pre nepravidelny konvexny stvoruholnik Obr. 2
(obr. 3). Uvidime, Ze dokaz pre ten bude platit aj v $pecidlnych pripadoch. D

1. dokaz: dokreslime si usecku MN. Teraz vidime dve dvojice N N
trojuholnikov s rovnakym obsahom — prvou je dvojica AMN a MBN (obr.
4). Maju rovnako dlhd jednu stranu |AM|=|MB| (kedZe M je dany

ako stred AB) a aj vyska na tuto stranu je rovnaka, kedZe bod N maju A M B
oba trojuholniky spolo¢ny. MéZme teda napisat, Zze Samn = Smen = S1. Obr. 3
Rovnako pre trojuholniky MND a MCN plati, Ze usecky DN a NC su rovnako D

dlhé a treti vrchol, bod M, maju spolocny, takZe aj vysky maju rovnaké.
Preto aj Synp =Swmen =S,. Ateraz zratame obsahy Stvoruholnikov:

D

Samen = Samn + Smen = S1+ Sz- Smsno = Smen + Sminp = S1+ Sz
Aha, maju rovnaky obsah!

2. dokaz: dokreslime si usecku AC. Teraz mame cely
Stvoruholnik ABCD rozdeleny na 4 trojuholniky. Zase vidime, Ze dva Ol\élr- 4
adva znich maju rovnaké obsahy (opdt ich oznaéime S; a$S,) — D
trojuholniky AMC a MBC maju rovnaké strany AM a MB aj vysku na tieto
strany (spolo¢ny vrchol C). Rovnako trojuholniky AND a ACN maju
rovnaké strany ND a CN aj vySku na ne (spolo¢ny vrchol A). Takze
vieme vyjadrit obsah  Stvoruholnika ABCD aj AMCN:
Sagco = 2XS1 +2XS;,  Samen = S1+S; = Sapcp/2.  Teraz  dokreslime  p
usecku BD a rovnakym postupom si ukdZzeme, Ze Sagcp = 2XS3 + 2XS,, Obr. 5
Smeno = S3 + Sa = Sagen/2. No a tymto sme dokdzali nielen to, Ze nase dva Stvoruholniky
maju rovnaky obsah, ale dokonca aj to, Ze je to presne polovica obsahu povodného
Stvoruholnika ABCD.

Bodovanie:
akykolvek vseobecny dbékaz — 5b.; nakreslenie, zmeranie a spocitanie obsahov
konkrétnych Stvoruholnikov — max. 2b.
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" Priklad S3: Karolinin problém. Opravovala Alexandra ,Sasa” Porembovd.

Médme dve prvocisla, medzi ktorymi sa nachadza prave Sest zloZenych Cisel. To
znamend, 7e druhé prvocislo je o 7 viciie ako prvé. Dalej vieme, e vietky prvodisla
(okrem dvojky) su neparne, pretoze parne cisla maju okrem 1 a samého seba aj delitela 2.
Prvé prvocislo teda bude bud neparne alebo to bude 2.

V pripade, Ze by to bolo lubovolné neparne prvocislo, tak po pripocitani 7
(neparneho cisla) by sme dostali parne Cislo (neparne + neparne = parne). Vieme vsak, ze
parne prvocislo okrem dvojky neexistuje a po pripocitani 7 to uz dvojka pochopitelne byt
nemoze. Teda tdto moznost nie je spravna.

Ak by prvym prvocislom bola dvojka, potom po pripocitani 7 by druhé prvocislo bolo
2+7=9, ¢o vsak, ako dobre vieme, prvoéislo nie je. MdZeme teda spokojne prehlasit, ze
dvojica prvocisel, medzi ktorymi sa bezprostredne nachadza S3est zloZenych Cdisel,
neexistuje.

Bodovanie:
spravne rieSenie s Uplnym zdévodnenim — 5b.; bez vysvetlenia, preco to neplati pre Cislo
2 — minus 0,5b.; hladanie skiSanim — max. 2b.; odpoved bez vysvetlenia alebo nespravne
rieSenie — Ob.
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Priklad S4: Bimbak. Opravoval Michal , Miso” Kovdc.

Pri tejto Ulohe iSlo o najdenie stratégie pre niektorého hraca
tak, aby sme vedeli, ako ma tahat, aby vidy vyhral. Pozrime sa na
to takto. Sachovnica 8x8 poli¢ok sa uréite da pokryt dominovymi
kockami (obdlznikmi s velkostou 2x1 $tvoréek $achovnice) tak, 7e
Ziadne dve sa neprekryvaju a celd Sachovnica je pokryta.
Napriklad do kazdého riadku mézeme dat 4 dominové kocky.
Kazdd dominova kocka obsahuje dve poli¢ka, ktoré su susedné,
teda Bimbak sa jednym tahom dokaze z jedného premiestnit na druhé.

Na zadiatku je Bimbak v favom dolnom rohu. Tam sa nachddza aj jedna z
dominovych kociek. Druhé policko tej kocky je vedla neho a prvy hrac¢ potiahne tam. Tym
sa zablokovala celd dominova kocka — Bimbak sa na riu nikdy nebude méct vratit.

Druhy hrac¢ ma na vyber, ale to nas nezaujima, staci vediet, Ze urcite potiahne na inu
dominovu kocku, na ktorej Bimbak este nebol. Prvy hrac¢ sa vsak opat posunie iba na
susedné policko tej istej dominovej kocky. TakZze po lubovolnom tahu prvého hraca plati:
kazdd dominova kocka bud’ este nebola navstivend Bimbdkom, alebo boli navstivené
obidve jej poli¢ka. Zato po lubovolnom tahu druhého hraca plati: na dominovej kocke,
kde je Bimbdk, je druhé policko volné.

Prvy hra¢ vidy méze spravit tah a teda ak bude niektory hrac niekedy zablokovany
(najneskodr po prejdeni vsetkych policok), bude to druhy hrac. Vyhra prvy hrdc.




